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Πανελλήνιες Eξετάσεις Ηµερήσιων & Εσπερινών Γενικών Λυκείων 
Εξεταζόµενο Μάθηµα: Μαθηµατικά Προσανατολισµού 

Ηµεροµηνία: Τρίτη 4 Ιουνίου 2024 
Ενδεικτικές Απαντήσεις Θεµάτων 

 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Απόδειξη Σχολικού Σελ. 76 
 
Α2. Ορισµός Σχολικού Σελ. 155  
 
Α3. Θεώρηµα Σχολικού Σελ. 216 
 
Α4. α. Σωστό  β. Σωστό  γ. Λάθος  δ. Λάθος ε. Σωστό 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. Προσδιορισµός της συνάρτησης 𝑓 = !

"
 

Πεδίο ορισµού της 𝑓: 
𝐷# = {𝑥	|	𝑥 ∈ 𝐷! ∩ 𝐷"	𝜅𝛼𝜄	ℎ(𝑥) ≠ 0}

= {𝑥	 3	𝑥 ∈ [1, +∞)	𝜅𝛼𝜄	 9√𝑥 −
1
√𝑥
< ≠ 0 ⇔ 𝑥 ≠ 1> = (1,+∞)	 

Τύπος της 𝑓:  

𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)
ℎ(𝑥) =

√𝑥 + 1
√𝑥

√𝑥 − 1
√𝑥

=
𝑥 + 1
𝑥

𝑥 − 1
𝑥

=
𝑥 + 1
𝑥 − 1	, 𝑥 > 1 

 
Προσδιορισµός της συνάρτησης 𝑟 = 𝑔 ∙ ℎ 
Πεδίο ορισµού της 𝑟: 

𝐷$ = {𝑥	|	𝑥 ∈ 𝐷!	𝜅𝛼𝜄	𝑥 ∈ 𝐷"} = {𝑥	|	𝑥 ≥ 1	𝜅𝛼𝜄	𝑥 ≥ 1} = [1, +∞) 
 
Τύπος της r: 
𝑟(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) = D√𝑥 + %

√'
E ∙ D√𝑥 − %

√'
E = 𝑥 − %

'
, 𝑥 ≥ 1. 

 
Β2. Έστω 𝑥%, 𝑥( ∈ 𝐷# µε 
𝑓(𝑥%) = 𝑓(𝑥() ⟺

'!)%
'!*%

= '")%
'"*%

⟺ (𝑥% + 1) ∙ (𝑥( − 1) = (𝑥% − 1) ∙ (𝑥( + 1) ⟺
𝑥%𝑥( − 𝑥% + 𝑥( − 1 = 𝑥%𝑥( + 𝑥% − 𝑥( − 1 ⟺ −2𝑥% = −2𝑥( ⟺ 𝑥% = 𝑥(  
Άρα η 𝑓 είναι 1 − 1, άρα ορίζεται η 𝑓*%. 
Για την 𝑓*%: 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟺
𝑥 + 1
𝑥 − 1 = 𝑦 ⟺ 𝑥 + 1 = (𝑥 − 1) ∙ 𝑦 ⟺ 𝑥 + 1 = 𝑥𝑦 − 𝑦 ⟺ 𝑥 − 𝑦𝑥

= −𝑦 − 1 ⟺ 𝑥(1 − 𝑦) = −1 − 𝑦
%*+,-
JKKL 𝑥 =

−1 − 𝑦
1 − 𝑦  
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Επίσης 𝑥 ∈ 𝐷# ⟹
*%*+
%*+

> 1 ⟺ *%*+
%*+

− 1 > 0 ⟺ *%*+*%)+
%*+

> 0 ⟺ − (
%*+

> 0
*(.-
NKKL 1 − 𝑦 < 0 ⟺ 𝑦 > 1. 
Άρα 𝑓*%(𝑥) = *%*'

%*'
= ')%

'*%
, 𝑥 > 1. 

𝐷# = 𝐷##! και 𝑓(𝑥) = 𝑓*%(𝑥) για κάθε 𝑥 > 1 άρα 𝑓*% = 𝑓. 
 
Β3. Για τη συνάρτηση 𝑟 ισχύει 𝐷$ = [1,+∞). 
H 𝑟 είναι συνεχής στο [1, +∞) άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες. 
Για πλάγια – οριζόντια ασύµπτωτη στο +∞ 

lim
'→)0

$(')
'
= lim

'→)0

'*!$
'
= lim

'→)0
D1 − %

'"
E = 1 = 𝜆 ∈ ℝ. 

lim
'→)0

(𝑟(𝑥) − 𝜆𝑥) = lim
'→)0

(𝑟(𝑥) − 𝑥) = lim
'→)0

D𝑥 − %
'
− 𝑥E = lim

'→)0
D− %

'
E = 0 = 𝛽 ∈

ℝ. 
Η 𝑦 = 𝑥 είναι πλάγια ασύµπτωτη της 𝐶$ στο +∞. 
 

Β4. D𝑓*%W𝑓(𝑥)XE
(
= 1 + 4𝑟(𝑥) ⟺ 𝑥( = 1 + 4D𝑥 − %

'
E ⟺ 𝑥( − 1 − 4𝑥 − 3

'
= 0

',-
NKL 𝑥4 − 𝑥 − 4𝑥( + 4 = 0 ⟺ 𝑥(𝑥( − 1) − 4(𝑥( − 1) = 0 ⟺ 
(𝑥( − 1)(𝑥 − 4) = 0 ⟺ 𝑥 = 1	ή	𝑥 = 1	ή	𝑥 = 4. 
Όµως 𝑥 ∈ 𝐷#	και	𝑥 ∈ 𝐷$ άρα 𝑥 = 4. 
  
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η 𝑓 είναι συνεχής, άρα συνεχής και στο 𝑥 = 2 οπότε lim

'→(#
𝑓(𝑥) =

lim
'→(%

𝑓(𝑥) = 𝑓(2) ⟺ lim
'→(#

W−2𝑥 + 4 + 𝑒5X = lim
'→(%

(−𝑥( + 4𝑥 − 3 + 𝜆) 	⟺ −4 +
4 + 𝑒5 = −4 + 8 − 3 + 𝜆 ⟺ 𝑒5 = 𝜆 + 1  (1) 
 
Γενικά ισχύει 𝑙𝑛𝑥 ≤ 𝑥 − 1 (α) για κάθε 𝑥 > 0. 
Τοποθετώντας όπου 𝑥 το 𝑒' στην (α) προκύπτει 𝑒' ≤ 𝑥 + 1 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 
H ισότητα ισχύει για 𝑥 = 0 άρα µοναδική λύση της (1) η 𝜆 = 0. 
 
Γ2. Για 𝑥 ∈ [0, 2) η 𝑓 είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική συνάρτηση µε 
𝑓6(𝑥) = −2. Για 𝑥 > 2 η 𝑓 είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική συνάρτηση 
µε 𝑓6(𝑥) = −2𝑥 + 4, 𝑥 > 2. 
Έχουµε για 𝑥 > 2 ⟺ −2𝑥 < 4 ⟺ −2𝑥 < −4 ⟺ −2𝑥 + 4 < 0. 
 

H 𝑓 είναι συνεχής στο [0, +∞) άρα η 𝑓 
είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, +∞). 
Η 𝑓 παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο 
𝑥7 = 0 το 𝑓(0) = 5. 
 
 

                                     Ο.M. το 𝑓(0) 

x 0														2										 + ∞ 
−2 −  

−2𝑥 + 4  − 
𝑓′ − − 
𝑓  
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Γ3i. Η 𝑓 είναι συνεχής στο [0, 3]. Από Γ1 ερώτηµα: 
για 𝑥 ∈ [0, 2) 𝑓6(𝑥) = −2 και για 𝑥 > 2 𝑓6(𝑥) = −2𝑥 + 4 
 
Ελέγχω αν η 𝑓 είναι παραγωγίσιµη στο 2 (𝑓(2) = −4 + 8 − 3 = 1): 
lim
'→(#

#(')*#(()
'*(

= lim
'→(#

*(')8*%
'*(

= lim
'→(#

*(')3
'*(

= lim
'→(#

*(('*()
'*(

= −2 = 𝑙%. 

lim
'→(%

#(')*#(()
'*(

= lim
'→(%

*'")3'*4*%
'*(

= lim
'→(%

*'")3'*3
'*(

= lim
'→(%

− ('*()
'*(

= 0 = 𝑙(. 
Έχουµε ότι 𝑙% ≠ 𝑙( άρα η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιµη για 𝑥 = 2 οπότε δεν 
ικανοποιείται το Θεώρηµα Μέσης Τιµής στο [0, 3]. 
 
Γ3ii. Η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία 𝛥(0, 𝑓(0)) και 𝛦W3, 𝑓(3)X έχει 
συντελεστή διεύθυνσης 𝛼 = #(4)*#(-)

-*4
  όπου 𝑓(3) = −9 + 12 − 3 = 0 και 

𝑓(0) = 5 άρα 𝛼 = − 8
4
.  

Ελέγχω αν υπάρχει το 𝜉 ∈ [0, 2) τέτοιο ώστε 𝑓6(𝜉) = − 8
4
.  

Αν 𝜉 ∈ [0, 2), 𝑓6(𝜉) = − 8
4
⟺−2 = − 8

4
 Αδύνατο. 

Αν 𝜉 > 2, 𝑓6(𝜉) = − 8
4
⟺−2𝜉 + 4 = − 8

4
⟺−6𝜉 + 12 = −5 ⟺ −6𝜉 = −17 ⟺

𝜉 = %9
:
> 0	𝜅𝛼𝜄 %9

:
< %;

:
= 3. 

 
Γ4. 𝜀𝜑𝜔 = <=

><
 ή 𝜀𝜑𝜔(𝑡) = +(?)

(
	𝜇𝜀	𝑦6(𝑡) =

0,5	 ⟹ W𝜀𝜑𝜔(𝑡)X6 = +&(?)
(

⟹
%

@AB"C(?)
𝜔′(𝑡) = +&(?)

(

+&(?)D-,8
NKKKKKL 𝜔6(𝑡) =

-,8@AB"C(?)
(

. 
Τη χρονική στιγµή 𝑡F που το Μ συναντά 
τη 𝐶# στο (2, 1)  
𝜎𝜐𝜈𝜔 = ><

>=
 µε 𝛰𝛭( = 𝛰𝛢( + 𝛢𝛭( = 5 

άρα 𝜎𝜐𝜈𝜔(𝑡F) =
(
√8

 άρα 𝛰𝛭 = √5 οπότε 

𝜔6(𝑡F) =
-,8∙'(
(
= -,8∙3

(∙8
= 0,2	𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐. 

 
 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Η 𝑓 είναι συνεχής στο (0, +∞) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 
Η 𝑓 είναι παραγωγίσιµη στο (0, +∞) ως πράξεις παραγωγίσιµων 
συναρτήσεων µε 𝑓6(𝑥) = %*HI'

'"
. 

 
𝑓6(𝑥) = 0 ⟺ (%*HI')

'"
= 0 ⟺ 1− 𝑙𝑛𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑒. 
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Η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο 𝐴% = (0, 𝑒] και γνησίως αύξουσα στο 𝐴( =
[𝑒, +∞).  
Αφού η 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο 𝐴% = (0, 𝑒] ισχύει 𝑓(𝐴%) =
( lim
'→-%

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑒)]. 
Αφού η 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 𝐴( = [𝑒, +∞) ισχύει 
𝑓(𝐴() = ( lim

'→)0
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑒)].  

Έχουµε: lim
'→-%

𝑓(𝑥) = lim
'→-%

HI')J'
'

= lim
'→-%

DHI'
'
+ 𝑎E = 𝑙% 

lim
'→-%

HI'
'
= −∞ αφού lim

'→-%
𝑙𝑛𝑥 = −∞ και lim

'→-%
%
'
= +∞ άρα 𝑙% = −∞ 

𝑓(𝑒) = %)JK
K

= %
K
+ 𝑎. 

Επίσης lim
'→)0

𝑓(𝑥) = lim
'→)0

HI')J'
'

= lim
'→)0

DHI'
'
+ 𝑎E = 𝑙( µε 

lim
'→)0

HI'
'
= lim

'→)0

%
'
= 0 άρα 𝑙( = 𝑎. 

Οπότε 𝑓(𝐴%) = (−∞, %
K
+ 𝑎] και 𝑓(𝐴() = (𝛼, %

K
+ 𝑎]. 

𝑓W𝐷#X = 𝑓(𝐴%) ∪ 𝑓(𝐴() = D−∞, %
K
+ 𝑎� άρα από δεδοµένα 𝑓W(0, +∞)X =

D−∞, %
K
+ 𝑎� οπότε %

K
+ 1 = %

K
+ 𝑎 ⟺ 𝑎 = 1. 

 
Δ2. Για 𝛼 = 1, 𝑓(𝑥) = HI'

'
+ 1, 𝑥 > 0. 

𝑓(1) = 1 > 0 (A) 

𝑓 D%
(
E =

LMN!"O
!
"

+ 1 = 2 ln D%
(
E + 1 = −2𝑙𝑛2 + 1 < 0 (B) 

Από (Α) και (Β) συνεπάγεται ότι 𝑓(1)𝑓 D%
(
E < 0 και συνεχής στο �%

(
, 1� άρα 

από θεώρηµα Bolzano η 𝑓(𝑥) = 0 έχει τουλάχιστον µια ρίζα 𝑥F µε 𝑥F ∈ D
%
(
, 1E 

και 𝑓 γνησίως αύξουσα στο (0, 𝑒] άρα είναι µοναδική. 
Επίσης 0 ∉ 𝑓(𝐴() = D1, %

K
+ 1� άρα η 𝑓(𝑥) = 0 έχει µοναδική ρίζα 𝑥F ∈ D

%
(
, 1E. 

 
Δ3i. 𝑓(4) = HI3

3
+ 1 = (HI(

3
+ 1 = HI(

(
+ 1 = 𝑓(2). 

Η εξίσωση έχει προφανείς ρίζες τις 𝑥% = 2 και 𝑥( = 4 όπου 2 ∈ 𝛢% µε 𝑓 
γνησίως αύξουσα άρα µοναδικό W𝑓(2) ∈ 𝑓(𝐴%)X και 4 ∈ 𝛢( µε 𝑓 γνησίως 
φθίνουσα άρα µοναδικό W𝑓(4) ∈ 𝑓(𝐴()X. 
 

Δ3ii. 2' ≤ 𝑥(
'P-
NKL 𝑙𝑛2' ≤ 𝑙𝑛𝑥( ⟺ 𝑥𝑙𝑛2 ≤ 2𝑙𝑛𝑥

'P-
JL HI(

(
≤ HI'

'
⟺ 𝑓(2) ≤ 𝑓(𝑥) ⟺

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(2)	(1) 
Αφού η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 𝑒] από (1) συνεπάγεται ότι 𝑥 ≥ 2 
και 𝑥 ∈ (0, 𝑒] άρα 𝑥 ∈ [2, 𝑒]. 

𝑥 −∞							0													𝑒			 + ∞ 
	𝑓′  + − 
𝑓    
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Αφού η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο [𝑒, +∞) από (1) συνεπάγεται ότι 

𝑓(2) = 𝑓(4) ⟹ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(4)
#↓
⇔𝑒 ≤ 𝑥 ≤ 4 άρα 𝑥 ∈ [2, 4]. 

 
Δ4. (Τρόπος Α) 
H 𝑔 είναι συνεχής στο ℝ ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 
(Η 𝑓 είναι συνεχής στο (0, +∞) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων) 
 𝛦 = ∫ |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 = −∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥HI')

*HI(
-
*HI( + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐼% + 𝐼(

-
HI')

 
Αφού: 
Για 𝑥F ∈ D

%
(
, 1E µε 𝑓(𝑥7) = 0 (από Δ2): %

(
< 𝑥F < 1 ⟹ −𝑙𝑛2 < 𝑙𝑛𝑥7 < 0. 

Για 𝑥 ∈ [−𝑙𝑛2, 𝑙𝑛𝑥7]: −𝑙𝑛2 < 𝑥 < 𝑙𝑛𝑥7 ⟹
%
(
≤ 𝑒' ≤ 𝑥7 

και επειδή η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, 𝑒] συνεπάγεται ότι: 
1 − 𝑙𝑛4 ≤ 𝑓(𝑒') ≤ 0 

Για 𝑥 ∈ (𝑙𝑛𝑥7 , 0]: 𝑙𝑛𝑥7 < 𝑥 < 0 ⟹ 𝑥7 < 𝑒') < 1 και επειδή η 𝑓 είναι γνησίως 
φθίνουσα στο (0, 𝑒] συνεπάγεται ότι: 0 = 𝑓(𝑥7) < 𝑓(𝑒') < 𝑓(1). 
Άρα 𝑔(𝑥) ≤ 0	𝛾𝜄𝛼	𝑥 ∈ [−𝑙𝑛2, 𝑙𝑛𝑥7] και 𝑔(𝑥) ≥ 0	𝛾𝜄𝛼	𝑥 ∈ [𝑙𝑛𝑥7 , 0]. 
 

𝛪% = −� 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = −� 𝑓(𝑒') 9
1 − 𝑥
𝑒' < 𝑑𝑥

HI')

*HI(

HI')

*HI(
 

 
Θέτω 𝑓(𝑒') = 𝑢 οπότε 𝑓6(𝑒') ∙ (𝑒')6𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 ⟹ 𝑑𝑢 = %*'

(K$)"
∙ 𝑒'𝑑𝑥 = %*'

K$
𝑑𝑥 

Για 𝑥 = −𝑙𝑛2:  𝑢% = 𝑓(𝑒*HI() = 𝑓 D%
(
E = 1 − 𝑙𝑛4. 

Για 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥F: 𝑢( = 𝑓(𝑒HI')) = 𝑓(𝑥7) = 0. 
 

Άρα 𝛪% = −∫ 𝑢𝑑𝑢-
%*HI3 =	 �R

"

(
�
%*HI3

-
	= 0 − (%*HI3)"

(
= − (%*HI3)"

(
. 

 

𝛪( = � 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = � 𝑓(𝑒') 9
1 − 𝑥
𝑒' < 𝑑𝑥

-

HI')

-

HI')
 

 
Θέτω 𝑓(𝑒') = 𝑢 οπότε 𝑓6(𝑒') ∙ (𝑒')6𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 ⟹ 𝑑𝑢 = %*'

(K$)"
∙ 𝑒'𝑑𝑥 = %*'

K$
𝑑𝑥 

Για 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥F: 𝑢% = 𝑓(𝑒HI')) = 𝑓(𝑥7) = 0. 
Για 𝑥 = 0:  𝑢( = 𝑓(𝑒-) = 𝑓(1) = 1. 
 

Άρα 𝛪( = ∫ 𝑢𝑑𝑢%
- =	 �R

"

(
�
-

%
= %

(
 

 
Άρα 𝛦 = 𝐼% + 𝐼( = − (%*HI3)"

(
+ %

(
= %*(%*HI3)"

(
= LM" 3*(HI3

(
= %*3HI()3HI"(

(
	𝜏. 𝜇. 

 
(Τρόπος Β) 
H 𝑔 είναι συνεχής στο ℝ ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

https://2001.gr/


Φροντιστήριο 2001 – ΟΡΟΣΗΜΟ 
Φιλίππου & Ν. Γρηγορά γωνία, Κομοτηνή τηλ. 25310-24049             

https://2001.gr 

(Η 𝑓 είναι συνεχής στο (0, +∞) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων) 
 

𝛦(𝛺) = � |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 =
-

*HI(
� 3𝑓(𝑒') ∙

1 − 𝑥
𝑒' 3 𝑑𝑥	

-

*HI(
 

Θέτω 	𝑢 = 𝑒' ⟺ 𝑙𝑛𝑢 = 𝑥 ⟹ %
R
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑥 = −𝑙𝑛2 ⟹ 𝑢 =
1
2 

𝑥 = 0 ⟹ 𝑢 = 1 

𝐸(𝛺) = � 3𝑓(𝑢)
1 − 𝑙𝑛𝑢

𝑢 3
%

%
(

1
𝑢 𝑑𝑢 = � 3𝑓(𝑢)

1 − 𝑙𝑛𝑢
𝑢( 3

%

%
(

𝑑𝑢 = � |𝑓(𝑢)𝑓6(𝑢)|𝑑𝑢
%

%
(

 

Για %
(
≤ 𝑥 ≤ 𝑥-

#↑
⇔𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥-) ⟺ 𝑓(𝑥) ≤ 0 

Για  𝑥- ≤ 𝑥 ≤ 1 ⟺ 𝑓(𝑥) ≥ 0 
Για 𝑥 ∊ �1, %

(
� : 𝑓6(𝑥) > 0 

𝐸(𝛺) = (−𝑓(𝑢)𝑓6(𝑢)𝑑𝑢 +	∫ 𝑓(𝑢)𝑓6(𝑢)𝑑𝑢 = −%
'*

�#
"(R)
(
�!
"

'*
+ �#

"(R)
(
�
'*

%
= *#"('*)

(
+

#"N!"O

(
+ #"(%)

(
−	#

"('*)
(

=	 (*(HI()%)
"

(
+	%

"

(
= %*3HI()3HI"(

(
 τ.µ. 

 
 
 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 
Καρρά Θεοδώρα, Λιπορδέζη Μάρθα, Μπαξεβανίδης Δοξάκης, Σουλτανίδου 
Κική 
 
 

Σας ευχόµαστε καλά αποτελέσµατα! 

https://2001.gr/

