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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό Βιβλίο σελ.135 

Α2. Σχολικό Βιβλίο σελ. 51 

Α3. Σχολικό Βιβλίο σελ. 23 

Α4. α) Σ 

 β) Λ 

 γ) Σ 

 δ) Σ 

 ε) Σ 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 

𝑓(𝑥 + 1) = (𝑥 + 1)e)* 

Θέτω 𝑦 = 𝑥 + 1 ⟹ 𝑥 = 𝑦 − 1, 𝑥 ∈ ℝ 

τότε 𝑓(𝑦) = 𝑦𝑒)(2)3) ⟹ 𝑓(𝑦) = 𝑦𝑒)243, 𝑦 ∈ ℝ 

Άρα, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒)543	,			𝑥 ∈ ℝ 

 

B2.  

H 𝑓 συνεχής στο ℝ ως πράξεις συνεχών και 𝑓 παραγωγίσιμη με 

 𝑓7(𝑥) = 𝑒)543 − 𝑥𝑒)543 = 𝑒)543(1 − 𝑥)  

Λύνω  𝑓7(𝑥) = 0 ⟹ 𝑒)543(1 − 𝑥) = 0	 ⟺ 	1 − 𝑥 = 0	 ⟺ 𝑥 = 1		ή				𝑒)543 = 0		𝛼𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜊	 

𝑥 −∞																																																							1																																																		 + ∞ 
1 − 𝑥 + − 
𝑒)543 + + 
𝑓′ + − 
𝑓 ↗ ↘ 

                                                                                                     Ο. Μ. 

H 𝑓 παρουσιάζει ολικό μέγιστο για 𝑥 = 1 το 𝑓(1) = 1 ∙ 𝑒F = 1 



B3. 

H 𝑓 συνεχής στο ℝ και η 𝑓7			παραγωγίσιμη στο ℝ με 	𝑓77(𝑥) = −𝑒)543 −	(1 − 𝑥)𝑒)543 =
	−𝑒)543(1 + 1 − 𝑥) = 		−𝑒)543	(2 − 𝑥) = 	 𝑒)543	(𝑥 − 2). 

Λύνω 𝑓77(𝑥) = 0 ⟹ 𝑒)543	(𝑥 − 2) = 0	 ⟺ 𝑥 = 2 

𝑥 −∞																																																							2																																																		 + ∞ 
𝑥 − 2 − + 
𝑒)543 + + 
𝑓′′ − + 
𝑓 ↶ ↺ 

        Σ. Κ. 

H 𝑓 παραγωγίσιμη στο 𝑥 = 2	, άρα (2, 𝑓(2)) σημείο καμπής. 

Ασύμπτωτες 

Κατακόρυφες: f συνεχής στο ℝ άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

 

Οριζόντιες- Πλάγιες: 

• lim
5→4N

O(5)
5
= lim
5→4N

5PQRST

5
= lim

5→4N
𝑒)543 = 0. 

• lim
5→4N

𝑓(𝑥) = lim
5→4N

𝑥𝑒)543
F(4N)
VWWX lim

5→4N
𝑓(𝑥) = 	 lim

5→4N
5

PRQT
	
Y
Y⇔ lim

5→4N
𝑓(𝑥) = lim

5→4N
3

PRQT
= 0. 

Άρα 𝑦 = 0 οριζόντια στο +∞. 

• lim
5→)N

O(5)
5
= lim

5→)N
5PQRST

5
= lim

5→)N
𝑒)543 = +∞. 

• lim
5→)N

𝑓(𝑥) = 	 lim
5→)N

𝑥𝑒)543 = −∞ 

Άρα η 𝑓 δεν έχει ασύμπτωτες στο −∞. 

 

B4. i) 

 Στο 𝛢3 = (−∞, 1], f συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα 

 𝑓(𝐴3) = ^ lim
5→)N

𝑓(𝑥), 𝑓(1)_ = (−∞, 1]. 

Στο 𝛢` = (1,+∞), 𝑓 συνεχής και γνησίως φθίνουσα άρα 

 𝑓(𝐴`) = ( lim
5→4N

𝑓(𝑥), lim
5→3S

𝑓(𝑥)	) = (0,1). 

 

ii) Αν 𝜆 ∈ (−∞, 0] η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆	έχει 1 ρίζα. 

Αν 𝜆 ∈ (0,1) η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝜆 έχει 2 ρίζες. 



Αν 𝜆 = 1 η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα. 

Αν 𝜆 ∈ (1,+∞) η εξίσωση δεν έχει καμία ρίζα. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

𝑓(𝑥) = b

𝑎𝑥d − 3𝑥` − 𝑥 + 1,				𝑥 ≤ 0

𝜎𝜐𝜈𝑥,																		0 < 𝑥 ≤
3𝜋
2

 

      

Γ1.     𝑓(0) = 𝛼 ∙ 0d − 3 ∙ 0` − 0 + 1 = 1. 

• lim
5→FQ

𝑓(𝑥) = lim
5→FQ

𝑎𝑥d − 3𝑥` − 𝑥 + 1 = 1. 

 

• lim
5→FS

𝑓(𝑥) = lim
5→FS

𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝜎𝜐𝜈0 = 1. 
 

Άρα 𝑓(0) = lim
5→F

𝑓(𝑥) ⟹ 𝑓	𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍	𝜎𝜏𝜊	𝑥 = 0. 

 

• Αν 𝑥 < 0	, 𝑓	συνεχής ως πολυωνυμική.  
• Αν 0 < 𝑥 ≤ dn

`
, 𝑓	συνεχής ως τριγωνομετρική. 

Έχουμε ότι  

lim
5→FQ

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥 − 0

= lim
5→FQ

=
𝑎𝑥d − 3𝑥` − 𝑥 + 1 − 1

𝑥
= lim

5→FQ
𝑥(𝑎𝑥` − 3𝑥 − 1)

𝑥
= 

	 lim
5→FQ

𝑎𝑥` − 3𝑥 − 1 = − 1. 

lim
5→FS

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥 − 0

	= 	 lim
5→FS

𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1
𝑥

= 0 

 

Άρα lim
5→FQ

O(5))O(F)
5)F

	≠ lim
5→FS

O(5))O(F)
5)F

 

Οπότε  η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο  𝑥F = 0. 

  

Γ2.  

i.  

1. Η 𝑓 είναι συνεχής στο p0, dn
`
_	από Γ1. 



2. Η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο ^0, dn
`
q. 

3. 𝑓(0) = 1. 
𝑓 ^dn

`
q = 𝜎𝜐𝜈 dn

`
= 0 ≠ 𝑓(0) άρα δεν ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος 

Rolle. 
 

ii. Αν 𝑥𝜖 ^0, dn
`
q	 , 𝑓	παραγωγίσιμη με 𝑓7(𝑥) = −𝜂𝜇𝑥. 

Λύνω 𝑓7(𝑥) = 0 ⇒ −𝜂𝜇𝑥 = 0 ⇔ 𝜂𝜇𝑥 = 𝜂𝜇0 ⇔ 𝑥 = 2𝜅𝜋	ή		𝑥 = 2𝜅𝜋 + 𝜋 με  𝜅𝜖ℤ. 

 

• Αν 𝑥 = 2𝜅𝜋 
0 < 𝑥 < dn

`
⇔ 0 < 2𝜅𝜋 < dn

`
⇔ 0 < 2𝜅 < d

`
⇔ 0 < 𝜅 < d

x
		,					𝜅𝜖ℤ   άρα δεν υπάρχει 

τέτοιο κ. 
• Αν 𝑥 = 2𝜅𝜋 + 𝜋 

0 < 𝑥 <
3𝜋
2 ⇔ 0 < 2𝜅𝜋 + 𝜋 <

3𝜋
2 ⟺ 0 < 2𝜅 + 1 <

3
2 ⟺ −1 < 2𝜅 <

1
2 ⟺ 

−3
`
< 𝜅 < 3

x
  επειδή 𝜅𝜖ℤ,					𝜅 = 0.     Άρα 𝑥 = 𝜋. 

Άρα ισχύει 𝑓7(𝜉) = 0	 αν 𝜉 = 𝜋. 
 
 

Γ3. 

Έστω ότι υπάρχει 𝛭(𝑥F, 𝑓(𝑥F)) με 𝑥F < 0 τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της 𝐶O στο 𝛭 να είναι 
παράλληλη στον 𝑥7𝑥. Τότε 𝑓7(𝑥F) = 0. 

Για 𝑥 < 0, f παραγωγίσιμη με 𝑓7(𝑥) = 3𝑎𝑥` − 6𝑥 − 1 

𝑓7(𝑥F) = 0 ⟺ 3𝑎𝑥F` − 6𝑥F − 1 = 0 

𝛥 = (−6)` − 4 ∙ 3𝛼 ∙ (−1) = 36 + 12𝛼 = 12(𝛼 + 3) < 0 Αδύνατη γιατί 𝛼 < −3 

Άρα, δεν υπάρχει τέτοιο σημείο. 

 

Γ4. 

Η 𝑓 είναι συνεχής στο ℝ.  

• Αν 𝑥 < 0,     𝑓7(𝑥) = 3𝑎𝑥` − 6𝑥 − 1 < 0 γιατί 3𝛼 < 0. 
• Αν 𝑥 > 0,				 𝑓7(𝑥) = −𝜂𝜇𝑥	𝜇𝜀	𝑓7(𝜋) = 0. 

 

 



x −∞																													0																																						𝜋																												 dn
`
																				+ ∞                    

𝟑𝜶𝐱𝟐 − 𝟔𝐱 − 𝟏 −    

−𝜂𝜇𝑥  − +  
𝑓7(𝑥) − − +  

𝑓(𝑥) ↘ ↗  

 

Η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για 𝑥 = 𝜋, το 𝑓(𝜋) = 𝜎𝜐𝜈𝜋 = −1.  

Άρα 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝜋), για κάθε 𝑥 ∈ ^−∞, dn
`
_ ⟺ 𝑓(𝑥) ≥ 1	𝛾𝜄𝛼		𝑥 ∈ ^−∞, dn

`
_. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

𝑙𝑛𝑥 =
1
𝑥 ⟺ 𝑙𝑛𝑥 −

1
𝑥 = 0	 

Έστω 𝑘(𝑥) = 	𝑙𝑛𝑥 − 3
5
	 , 𝑥 > 0 

1) 𝑘	𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍	𝜎𝜏𝜊	[1, 𝑒]	  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 
2) 𝑘(1) = 𝑙𝑛1 − 3

3
= −1 < 0 

𝑘(𝑒) = 𝑙𝑛𝑒 −
1
𝑒 = 1 −

1
𝑒 =

𝑒 − 1
𝑒 > 0 

 

Από Θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝑥F	 ∈ (1, 𝑒), ώ𝜎𝜏𝜀	𝑘(𝑥F) = 0 

𝑘(𝑥) συνεχής στο (0, +∞) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων.  

𝑘(𝑥)			παραγωγίσιμη με 𝑘7(𝑥) = 3
5
+ 3

5�
> 0	Ά𝜌𝛼	𝑘			"1-1"			ά𝜌𝛼	𝑥F		μοναδικό. 

 

 

Δ2. 

𝑓: (0, +∞) → 	ℝ 

𝑓(𝑥) = (𝑙𝑛𝑥F)(𝑥 + 1) − 𝑙𝑛𝑥 − 1 

Η 𝑓 συνεχής στο 𝐷O ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

Η 𝑓 παραγωγίσιμη με 𝑓7(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥F		 − 	
3
5
= 3

5�		
− 	 3

5
 , όπου 𝑙𝑛𝑥F		 =

3
5�		

 από Δ1. 

Για 𝑥 > 0,									 



• 		𝑥 > 𝑥F ⇔
3
5
< 3

5�		
⇔ 	 3

5�		
− 3

5
> 0 

• 𝑥 < 𝑥F ⇔
3
5
> 3

5�		
⇔ 3

5�		
− 3

5
< 0 

 

       

𝑥 −∞																												0																																								xF 																													+ ∞ 
𝑓′(𝑥)  − + 
𝑓(𝑥)    

                                                                                        Ο.Ε. 

Άρα, η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για 𝑥 = 𝑥F το 

 𝑓(𝑥F		) = 	𝑙𝑛𝑥F		(𝑥F		 + 1) − 𝑙𝑛𝑥F		 − 1
�3
⇔  

𝑓(𝑥F		) =
3
5�		
(𝑥F		 + 1) −

3
5�		
− 1 = 5�		

5�		
+ 3

5�		
− 3

5�		
− 1 = 0. 

 

Δ3.  

𝑔(x) = x𝑒)5, 𝑥𝜖ℝ. 

ℎ(𝑥) = ^5�
P
q
543

, 𝑥𝜖ℝ. 

Λύνω 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) ⇔ 5
PR
= ^5�

P
q
543

⟺ 5
PR
= 5�RST

PRST
			
PR�F
VWX 		𝑥 = 5�RST

P
⟺ 𝑒𝑥 = 𝑥F543

5�F
VX 

ln(𝑒𝑥) = (𝑙𝑛𝑥F)543 ⟺ 𝑙𝑛𝑒 + 𝑙𝑛𝑥 = (𝑥 + 1) ln(𝑥F) 

⟺ (𝑥 + 1) ∙ ln 𝑥F − 𝑙𝑛𝑥 − 1 = 0 ⟺ 𝑓(𝑥) = 0
�`
⇔ 𝑥 = 𝑥F.      

 

Αν 𝑥 ≤ 0 η εξίσωση είναι αδύνατη.  

 

Αρκεί να δείξω ότι ℎ7(𝑥F) = 𝑔′(𝑥F) 

• ℎ παραγωγίσιμη στο ℝ με ℎ7(𝑥) = ^5�
P
q
543

∙ 𝑙𝑛 5�
P
= ^5�

P
q
543

∙ (𝑙𝑛𝑥F − 1). 

 

• 𝑔	παραγωγίσιμη στο ℝ με 𝑔7(𝑥) = 𝑒)5 − 𝑥 ∙ 𝑒)5 = 𝑒)5(1 − 𝑥). 

 

• ℎ7(𝑥F) = ^5�
P
q
5�43

(𝑙𝑛𝑥F − 1)	
�3
⇔ ℎ7(𝑥F) = ^5�

P
q
5�43

∙ ^ 3
5�
− 1q = ^5�

P
q
5�43

∙ 3)5�
5�

. 



 

• 𝑔7(𝑥F) = 𝑒)5� ∙ (1 − 𝑥F). 
 

Θέλω να δείξω 𝒉7(𝒙𝟎) = 𝒈′(𝒙𝟎) 

^
𝑥F
𝑒 q

5�43
∙
1 − 𝑥F
𝑥F

= 	 𝑒)5� ∙ (1 − 𝑥F) 	
5�¡3VWX		

𝑥F5�43

𝑒5�43 ∙
1
𝑥F
=

1
𝑒5� ⇔	

𝑥F5�43

𝑒 ∙
1
𝑥F
= 1 

⟺ 𝑥F5� = 𝑒 ⇔ 𝑙𝑛𝑥F5� = 𝑙𝑛𝑒 ⇔ 𝑥F ∙ 𝑙𝑛𝑥F = 1
5�¡FVWX 𝑙𝑛𝑥F =

3
5�

   ισχύει από Δ1. 

 
 

Δ4.  𝜑: (0, +∞) → ℝ       ,    𝑓(𝑥) > 𝜑(𝑥),							𝑥 > 0 

       𝛢£𝑥, 𝑓(𝑥)¤,								𝐵(𝑥, 𝜑(𝑥)) 

Θεωρώ τη συνάρτηση 𝑑(𝑥) = §(𝑥¨ − 𝑥©)` + £𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)¤
` = §(𝑥 − 𝑥)` + £𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)¤` =

	§£𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)¤` = 	 |𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)|
O(5)�«(5)
VWWWWWWX 

𝒅(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝝋(𝒙),					𝑥 > 0. 

 

• Αν φ παραγωγίσιμη στο 𝑥F:	 
1. Η d παρουσιάζει ελάχιστο για 𝑥 = 𝑥F. 
2. 𝑥 = 𝑥F εσωτερικό του (0, +∞). 
3. d παραγωγίσιμη στο 𝑥 = 𝑥F. 

Από το θεώρημα Fermat : 𝑑7(𝑥F) = 0 ⇔ 𝑓7(𝑥F) − 𝜑7(𝑥F) = 0 ⟺ 𝑓7(𝑥F) = 𝜑7(𝑥F)
�`
⇔𝜑7(𝑥F) = 0 ⟺ 𝑥F κρίσιμο σημείο της 𝜑. 

 

• Αν η φ δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥F, το 𝑥F είναι κρίσιμο σημείο της φ.  

Σε κάθε περίπτωση, το 𝑥F είναι κρίσιμο σημείο της φ. 

 

 ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !  

 

Επιμέλεια : Αραμπατζής Φίλιππος , Γεωργιάδου Λεία, Ιατρίδης Κοσμάς, Καρρά Θεοδώρα, Λιπορδέζη 
Μάρθα, Σουλτανίδου Κική. 


