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ΘΕΜΑ Α:  

Α1. Σελ.76 σχολικό βιβλίο 

Α2. Σελ. 104 σχολικό βιβλίο 

Α3. Α) Ο ισχυρισμός είναι ψευδής. 

Β) Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥3, 𝑥 ∈ ℝ. Η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ, ό𝜇𝜔𝜍 𝑓′(0) = 0. 

 

Α4.  

α) ΛΑΘΟΣ 

β) ΣΩΣΤΟ 

γ) ΣΩΣΤΟ 

δ) ΣΩΣΤΟ 

ε) ΣΩΣΤΟ 

 

ΘΕΜΑ Β: 

B1.  

Df=(1,+∞) 

Dg=ℝ 

𝐷𝑓𝑜𝑔 = {𝑥𝜖ℝ/𝑔(𝑥) > 1 } = {𝑥𝜖ℝ / 𝑒𝑥  > 1} = {𝑥𝜖ℝ /𝑒𝑥  >  𝑒0} = {𝑥𝜖ℝ/𝑥 > 0} 

𝐷𝑓𝑜𝑔 = (0, +∞). 

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑒𝑥) =
𝑒𝑥 + 2

𝑒𝑥 − 1
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B2. 

Έστω 𝑥1, 𝑥2 𝜖𝐷𝑓𝑜𝑔 𝜇𝜀  

𝑓𝑜𝑔(𝑥1) = 𝑓𝑜𝑔(𝑥2) ⇔
𝑒𝑥1+2

𝑒𝑥1−1
=

𝑒𝑥2+2

𝑒𝑥2−1
⇔ (𝑒𝑥1 + 2)(𝑒𝑥2 − 1) = (𝑒𝑥2 + 2)(𝑒𝑥1 − 1) ⇔ 𝑒𝑥1+𝑥2 − 𝑒𝑥1 +

2𝑒𝑥2 − 2 = 𝑒𝑥1+𝑥2 + 2𝑒𝑥1 − 𝑒𝑥2 − 2 ⇔ −3𝑒𝑥1 = −3𝑒𝑥2 ⇔ 𝑒𝑥1 = 𝑒𝑥2 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2 άρα fog 1-1 

συνεπώς fog αντιστρέφεται. 

 

 

 

 

Β’ τρόπος:  

Η fog είναι συνεχής στο 𝐷𝑓𝑜𝑔 ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη με : 

(𝑓𝑜𝑔)′(𝑥) =
𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 1) − 𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 2)

(𝑒𝑥 − 1)2
=

−𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
=

−3𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
< 0 

Άρα η fog(x) είναι γνησίως φθίνουσα στο 𝐷𝑓𝑜𝑔. 

Εφόσον η fog είναι συνεχής στο 𝐷𝑓𝑜𝑔 και γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞) για το σύνολο τιμών έχουμε :  

(𝑓𝑜𝑔)((0, +∞)) = ( lim
𝑥→+∞

(𝑓𝑜𝑔) (𝑥), lim
𝑥→0+

(𝑓𝑜𝑔) (𝑥)) 

 lim
𝑥→+∞

(𝑓𝑜𝑔) (𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥+2

𝑒𝑥−1
= lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥 = 1 (Dlh 
∞

∞
) 

 lim
𝑥→0+

(𝑓𝑜𝑔) (𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑒𝑥+2

𝑒𝑥−1
= 𝑙.   Έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀 𝑥 > 0 ⇔ 𝑒𝑥 > 0 Ά𝜌𝛼 𝑙 = +∞. 

To σύνολο τιμών της fog είναι το (1, +∞). 

Για την αντίστροφη:  

Λύνω 𝑦 = (𝑓𝑜𝑔)(𝑥) ⇔ 𝑦 =
𝑒𝑥+2

𝑒𝑥−1
⇔ 𝑦 ∙ 𝑒𝑥 − 𝑦 = 𝑒𝑥 + 2 ⇔ 𝑒𝑥(𝑦 − 1) = 𝑦 + 2 ⇔ 𝑒𝑥 =

𝑦+2

𝑦−1
⇔

(𝑓𝑜𝑔)−1(𝑥) = 𝑙𝑛
𝑥+2

𝑥−1
, 𝑥𝜖(1, +∞). 

 

B3. φ(x) συνεχής στο (1, +∞) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη με 𝜑′(𝑥) =
1

𝑥+2

𝑥−1

∙

(
𝑥+2

𝑥−1
)

′
=

𝑥−1

𝑥+2
∙

𝑥−1−(𝑥+2)

(𝑥−1)2 = −
3

(𝑥−1)(𝑥+2)
< 0 𝛾𝜄𝛼 𝑥 > 1. 
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x -oo 1 +oo 

-3 //////////////////////////// - 

x-1 /////////////////////////// + 

x+2 ////////////////////////// + 

φ’(x) ///////////////////////// - 

φ(x) ////////////////////////  
 

Άρα φ(x) γνησίως φθίνουσα στο (1,+∞). 

 

Β4. 

 Lim
𝑥→1+

𝑙𝑛
𝑥+2

𝑥−1
= 𝑙1 

Θέτω 𝑢 =
𝑥+2

𝑥−1
. 

𝑢0 = lim
𝑥→1+

𝑥+2

𝑥−1
= +∞.   

Άρα   𝑙1 = lim
𝑢→+∞

𝑙𝑛𝑢 = +∞. 

 lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛
𝑥+2

𝑥−1
= 𝑙2  

Θέτω 𝑢 =
𝑥+2

𝑥−1
, άρα 𝑢𝑜 = lim

𝑥→+∞

𝑥+2

𝑥−1
= lim

𝑥→+∞

𝑥

𝑥
= 1 

Άρα 𝑙2 = lim
𝑢→1

𝑙𝑛𝑢 = 0.  

ΘΕΜΑ Γ. 

Γ1. 𝑓 συνεχής ⇒ 𝑓 συνεχής στο x=0⇒ lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

f(0) =
1

1−0
− 𝑙𝑛𝜆 = 1 − 𝑙𝑛𝜆.  

 Οπότε lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 1 − 𝑙𝑛𝜆. 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝜂𝜇𝑥 + 𝜆𝜎𝜐𝜈𝑥) = 𝜆.  Ά𝜌𝛼, 1 − 𝑙𝑛𝜆 = 𝜆 ⟺ 𝑙𝑛𝜆 + 𝜆 − 1 = 0. 

 

Έστω 𝜑(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 − 1, 𝑥 > 0 

H φ είναι συνεχής στο (0, +∞) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

Επίσης φ παραγωγίσιμη με 𝜑′(𝑥) =
1

𝜆
+ 1 > 0 ⇒ 𝜑    𝜎𝜏𝜊 (0, +∞) ⇒ 𝜑: 1 − 1 

Η εξίσωση γίνεται 𝜑(𝜆) = 𝜑(1) ⇔ 𝜆 = 1 (𝜑: 1 − 1) 
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Άρα 𝑓(𝑥) = {

1

1−𝑥
,                        𝑥 ≤ 0

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥, 0 < 𝑥 <
3𝜋

2

 

 

Γ2. 𝑓(0) = 1 

 lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
= lim

𝑥→0−

1

1−𝑥
−1

𝑥
= lim

𝑥→0−

1−1+𝑥

1−𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0−

𝑥

𝑥(1−𝑥)
= lim

𝑥→0−

1

1−𝑥
= 1. 

 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
= lim

𝑥→0+

𝜂𝜇𝑥+𝜎𝜐𝜈𝑥−1

𝑥
= lim

𝑥→0+
(

𝜂𝜇𝑥

𝑥
+

𝜎𝜐𝜈𝑥−1

𝑥
) = 1 + 0 = 1. 

Άρα 𝑓′(0) = 1 

Έστω ω η γωνία που σχηματίζει η 𝐶𝑓 𝜇𝜀 𝜏𝜊 𝑥′𝑥.  𝑓′(0) = 1 ή 𝑓′(0) = 𝜀𝜑45𝜊. Ά𝜌𝛼 𝜔 =
𝜋

4
. 

 

 

Γ3. Η 𝑓 είναι συνεχής στο (−∞,
3𝜋

2
) 

 Αν x<0 : 𝑓 παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) =
1

(1−𝑥)2 > 0 

 Aν 0 < 𝑥 <
3𝜋

2
∶ 𝑓 παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥. 

Λύνω 𝑓′(𝑥) = 0 ⟺ 𝜂𝜇𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝑥 ⇔ 𝜎𝜐𝜈 (
𝜋

2
− 𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 ⇔

𝜋

2
− 𝑥 = 2𝜅𝜋 + 𝑥 ή 

𝜋

2
− 𝑥 = 2𝜅𝜋 −

𝑥 𝜂 𝜊𝜋𝜊ί𝛼 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝛼𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜂.  

Άρα 
𝜋

2
− 𝑥 = 2𝜅𝜋 + 𝑥 ⇔ 𝑥 = −𝜅𝜋 +

𝜋

4
, 𝜅𝜖ℤ. 

Επίσης 

0 < 𝑥 <
3𝜋

2
⇔ 0 < −𝜅𝜋 +

𝜋

4
<

3𝜋

2
⇔ 0 < −𝜅 +

1

4
<

3

2
⇔ −

1

4
< −𝜅 <

5

4
⇔ −

5

4
< 𝜅 <

1

4
⇔ 𝜅

= −1 ή 𝜅 = 0, 𝜅𝜖ℤ. 

Οπότε 

𝑥 =
5𝜋

4
 𝜅𝛼𝜄 𝑥 =

𝜋

4
 

Τα κρίσιμα σημεία είναι 𝛢 (
5𝜋

4
, 𝑓 (

5𝜋

4
)) και 𝛣 = (

𝜋

4
, 𝑓 (

𝜋

4
)) 

 

Γ4. Έστω ε: 𝑦 − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) ⇔ 𝑦 −
1

1−𝑎
=

1

(1−𝑎)2 ∙ (𝑥 − 𝑎) 

Για 𝑦 = 0: −
1

1−𝛼
=

1

(1−𝛼)2
(𝑥 − 𝑎) ⇔ −(1 − 𝑎) = 𝑥 − 𝑎 ⇔ 𝑥 = 𝑎 − 1 + 𝑎 ⇔ 𝑥 = 2𝑎 + 1 
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𝐵(2𝑎 − 1,0) ή 𝛣 = (2𝛼(𝑡) − 1,0) 

𝛼(𝑡0) = −1 

 

𝑥𝛣
′ (𝑡) = 2𝑎′(𝑡) = 2 (−

𝑎(𝑡)

3
) = −

2𝑎(𝑡)

3
 

𝑥𝛣
′ (𝑡0) = −

2𝑎(𝑡0)

3
=

2

3
𝜇𝜊𝜈/𝑠𝑒𝑐. 

 

 

ΘΕΜΑ Δ: 

Δ1. 

𝑓 συνεχής στο ℝ ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμη με  

𝑓΄(𝑥) = (𝑒𝑥 + 𝑥2 − 𝑒𝑥 − 1)΄ = 𝑒𝑥 + 2𝑥 − 𝑒 

𝑓΄(0) = 1 − 𝑒 < 0 

𝑓΄(1) = 𝑒 + 2 − 𝑒 = 2 > 0   

Άρα  𝑓΄(0) ∙ 𝑓΄(1) < 0  και 𝑓΄ συνεχής στο [0,1] 

Οπότε με Θεώρημα Bolzano η εξίσωση   𝑓΄(𝑥) = 0 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα 𝑥0 ∈ (0,1) 

και  𝑓΄΄(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2 > 0 για κάθε x ∈ ℝ δηλαδή 𝑓΄ γνησίως αύξουσα στο ℝ 

οπότε η ρίζα 𝑥0 της 𝑓΄ είναι μοναδική δηλαδή 𝑓΄(𝑥0) = 0,  𝑥0 ∈ (0,1) 

Για 𝑥 < 𝑥0

𝑓΄ 
⇒ 𝑓΄(𝑥) < 𝑓΄(𝑥0) = 0                                   

x  -∞ 𝑥0             + ∞ 
f’’ + + 

f’ - + 

f   

  

                         𝑓΄(𝑥) < 0 

Για 𝑥 > 𝑥0

𝑓΄
⇒ 𝑓΄(𝑥) > 𝑓΄(𝑥0) = 0 

                         𝑓΄(𝑥) > 0 

Άρα 𝑓΄        στο (−∞, 𝑥0] και 𝑓΄        στο [𝑥0, +∞) οπότε παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 𝑥0 

με 𝑓(𝑥0) = 𝑒𝑥0 + 𝑥0
2 − 𝑒𝑥0 − 1 
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και ισχύει 𝑓΄(𝑥0) = 0 ⇔ 𝑒𝑥0 + 2𝑥0 − 𝑒 = 0 ⇒ 𝑒𝑥0 = 𝑒 − 2𝑥0 

⇒ 𝑓(𝑥0) = 𝑒 − 2𝑥0 + 𝑥0
2 − 𝑒𝑥0 − 1 = 𝑥0

2 − (𝑒 + 2)𝑥0 + 𝑒 − 1 

⇒ 𝑓(𝑥0) = 𝑥0
2 − (𝑒+2)𝑥0 + 𝑒 − 1    

Δ2.  

lim
𝑥→𝑥0

[
1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
+ 𝜂𝜇 (

1

𝑥 − 𝑥0
)] 

Είναι −1 ≤ 𝜂𝜇
1

𝑥−𝑥0
≤ 1 ⇒ −1 +

1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
≤

1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
+ 𝜂𝜇

1

𝑥−𝑥0
≤ 1 +

1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
 

lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)) = 𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0) = 0        (f  συνεχής) 

και  𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0  για κάθε x ∈ ℝ γιατί η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 𝑥0 

⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) ≥ 0 

Άρα    

Άρα    lim
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
= + ∞  οπότε   lim

𝑥→𝑥0

(−1 +
1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
) = + ∞ 

Και   lim
𝑥→𝑥0

(1 +
1

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)
) = + ∞ 

Οπότε με κριτήριο παρεμβολής θα είναι  

lim
𝑥→𝑥0

[
1

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
+ 𝜂𝜇 (

1

𝑥 − 𝑥0
)] = +∞ 

 

Δ3. 

 Θεωρώ τη συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥, 𝑥𝜖[𝑥0, 1] 

 H g είναι συνεχής στο [𝑥0, 1] και παραγωγίσιμη με 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) + 1 > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥0, 1) 

αφού 𝑓′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 > 𝑥0 (𝛼𝜋ό 𝛥1). 

Άρα g γνησίως αύξουσα στο 𝛥[𝑥0, 1]  

οπότε το σύνολο τιμών της g είναι 

 𝑔(𝛥) = [𝑔(𝑥0), 𝑔(1)] 𝜇𝜀 𝑔(1) = 𝑓(1) + 1 = 1, (𝑓(1) = 0)  𝜅𝛼𝜄 𝑔(𝑥0) = 𝑓(𝑥0) + 𝑥0 

 

Είναι f(1)=0 και 𝑓      𝜎𝜏𝜊 [𝑥0, 1]   

οπότε για 𝑥0 < 𝑥 < 1 ⇒ 𝑓(𝑥0) < 𝑓(1) = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓(𝑥0) + 𝑥0 < 𝑥0 𝜅𝛼𝜄 𝑥0 < 1 ά𝜌𝛼 𝑓(𝑥0) + 𝑥0 < 𝑥0 < 1 
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δηλαδή 𝑔(𝛥) = [𝑓(𝑥0) + 𝑥0, 1] στο οποίο ανήκει η τιμή 𝑥0 οπότε η εξίσωση 𝑔(𝑥) = 𝑥0 έχει 

μοναδική ρίζα 𝜌𝜖(𝑥0, 1), αφού 𝑔    στο [𝑥0, 1], 𝛿𝜂𝜆𝛼𝛿ή 𝑔(𝜌) = 𝑥0 ⇔ 𝑓(𝜌) + 𝜌 = 𝑥0. 

 

Δ4. 

Από Δ3 έχουμε 𝑓′(𝜌) = 𝑥0 − 𝜌                    (1). 

𝑓(𝑥0) > 𝑓(𝜌)(𝑓′(𝜅) + 1) ⇔ 𝑓(𝑥0) > (𝑥0 − 𝜌)(𝑓′(𝜅) + 1),    𝜌𝜖(𝑥0, 1) 

⇔
𝑓(𝑥0)

𝑥0 − 𝜌
< 𝑓′(𝜅) + 1          (3) 

 

Από το Δ3 ερώτημα έχουμε ότι 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥    𝜅𝛼𝜄 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) + 1         

Και g συνεχής στο [𝑥0, 𝜌] και παραγωγίσιμη στο (𝑥0, 𝜌) άρα μέσω του ΘΜΤ υπάρχει 

𝜉𝜖(𝑥0, 𝜌)ώστε 𝑔′(𝜉) =
𝑔(𝑥0)−𝑔(𝜌)

𝑥0−𝜌
=

𝑓(𝑥0)+𝑥0−(𝑓(𝜌)+𝜌)

𝑥0−𝜌
=

𝑓(𝑥0)+𝑥0−𝑓(𝜌)−𝜌

𝑥0−𝜌
=

𝑓(𝑥0)+𝑥0−(𝑥0−𝜌)−𝜌

𝑥0−𝜌
=

𝑓(𝑥0)

𝑥0−𝜌
         (2) 

Είναι 𝑔′′(𝑥) = 𝑓′′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥0, +∞) (Από Δ1), άρα g’ γνησίως αύξουσα στο 

(𝑥0, +∞) οπότε για  

𝑥0 < 𝜉 < 𝜌 < 𝜅 < 1   (g) 

⇒ 𝑔′(𝜉) < 𝑔′(𝜅) από (2) 

⇒
𝑓(𝑥0)

𝑥0 − 𝜌
< 𝑓′(𝜅) + 1 𝛼𝜋ό (3) 

⇔ 𝑓(𝑥0) > 𝑓(𝜌)(𝑓′(𝜅) + 1)𝛾𝜄𝛼 𝜅𝜖(𝜌, 1). 

 

 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ ! 
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