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Ενδεικτικζσ Απαντιςεισ Θεμάτων 

 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. ΢χολικό βιβλίο ςελίδα 111 
Α2. ΢χολικό βιβλίο ςελίδα104 
Α3. ΢χολικό βιβλίοςελίδα 128 
A4. α) Λάκοσ β) Λάκοσ γ) Λάκοσ δ) ΢ωςτό ε) ΢ωςτό 
 
ΘΕΜΑ Β 

𝑔 𝑥 =
4 − 𝑒2𝑥

𝑒𝑥
, 𝑥 ∈ ℝ      𝑕 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥, 𝑥 > 0 

B1.𝐷𝑓 = 𝐷𝑔∘𝑓 = {𝑥 ∈ 𝐷𝑕𝜅𝛼𝜄 𝑕(𝑥) ∈ 𝐷𝑔}. 

 𝑥 ∈ 𝐷𝑕 ⟺ 𝑥 > 0 

 𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ⟺ 𝑙𝑛𝑥 ∈ ℝιςχφει. 

Άρα, 𝐷𝑓 = (0, +∞) 

Οπότε, 𝑓 𝑥 =  𝑔 ∘ 𝑕  𝑥 = 𝑔(𝑕 𝑥 ) =
4− 𝑒2𝑔(𝑥)

𝑒𝑔(𝑥) =
4−(𝑒𝑔(𝑥))2

𝑒 ln ⁡𝑥  = 
4− 𝑥2

𝑥
 

 
B2.  

i. Η 𝑓 ςυνεχισ ςτο (0, +∞) ωσ πράξεισ ςυνεχών. 

Η 𝑓παραγωγίςιμθ με 𝑓 ′ 𝑥 =
−2𝑥∙𝑥− 4−𝑥 

𝑥2  = 
−2𝑥2−4+𝑥2

𝑥2 = 
−𝑥2−4

𝑥2 < 0.  

Άρα θ  𝑓 γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  0, +∞ . 

 

ii. 
4−𝜋2

4−𝑒2
>

𝜋

𝑒

𝜋>0
⟺

4−𝑒2<0

4−𝜋2

𝜋
<

4−𝑒2

𝑒
⟺ 𝑓 𝜋 < 𝑓 𝑒 𝑓

⟺
 𝜋 > 𝑒ιςχφει. 

∗ 𝑒 > 2 ⟹ 𝑒2 > 4 ⟹ 4 − 𝑒2 < 0 

 
B3. 

 lim𝑥⟶0+ 𝑓 𝑥 = lim
𝑥⟶0+

 
4−𝑥2

𝑥
 = 𝑙 

 lim
𝑥⟶0+

 4 − 𝑥2 = 4 

 lim
𝑥⟶0+

𝑥 = 0 

 𝑥 > 0  

Άρα από τα παραπάνω 𝑙 = +∞ ⟹ 𝑥 = 0 κατακόρυφθ. 
 
Οριηόντιεσ – Πλάγιεσ 

lim
𝑥⟶+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥⟶+∞

4−𝑥2

𝑥

𝑥
= lim

𝑥⟶+∞

4 − 𝑥2

𝑥2
= lim

𝑥⟶+∞

−𝑥2

𝑥2
= −1 ⟹ 𝜆 = −1 
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lim
𝑥⟶+∞

 𝑓 𝑥 + 𝑥 = lim
𝑥⟶+∞

 
4 − 𝑥2

𝑥
+ 𝑥 = lim

𝑥⟶+∞

4 − 𝑥2 + 𝑥2

𝑥
= lim

𝑥⟶+∞

4

𝑥
= 0  

⟹ 𝛽 = 0 
 
Άρα 𝑦 = −𝑥 πλάγια ςτο +∞. 
 

B4.
2(1 )

lim
( )x

x
l

f x






  

2 24
lim ( ) lim lim
x x x

x x
f x

x x  

 
     

 

2

1
0

2( )
2 2

2

1

1
lim (1 )

( )

1 1 (1 ) 1
(1 ) 1 (1 )

( ) ( ) ( ) ( )

1 (1 ) 1

( ) ( ) ( )

1
lim 0 0

( )

1
lim 0

( )

x

f x

ή

x ή

x

l x
f x

x
x x

f x f x f x f x

x

f x f x f x

l
f x

f x

 

 




 













 
   

 


       


   




  
    
  






 

 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η 𝑓 είναι ςυνεχισ ςτο [2, 3] ωσ πράξεισ ςυνεχών 

 𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1
3

2

⟺  𝑥  
1

𝑥
+ 𝑎 𝑑𝑥 = 1

3

2

⟺   1 + 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 1 ⟺  𝑥 +
𝑎𝑥2

2
 

2 

3

= 1 ⟺ 3 +
9𝑎

2
− 2 − 2𝑎 = 1

3

2

⟺ 1 +
5𝑎

2
= 1 ⟺

5𝑎

2
= 0 ⟺ 𝑎 = 0 

 

Άρα 𝑓 𝑥 =  
𝑥2 − 3𝑥 + 3, 𝑥 < 1

1

𝑥
, 𝑥 ≥ 1

  

 
Γ2. 

i. Αρκεί να δείξουμε ότι θ 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςτο 𝑥0 = 1. 
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𝑓 1 =
1

1
= 1 

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

1

𝑥
− 1

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

1−𝑥

𝑥

(𝑥 − 1)
=  lim

𝑥→1+

−(𝑥 − 1)

𝑥(𝑥 − 1)
= −1 

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

𝑥2 − 3𝑥 + 3 − 1

𝑥 − 1

0

0
=

𝐷𝐿𝐻
lim
𝑥→1−

2𝑥 − 3

1
= −1 

 

Άρα 𝑓 ′ 1 = 1. 

 

ii. 𝜀: 𝑦 − 𝑓 1 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 ⟺ 𝑦 − 1 = −1 𝑥 − 1 ⟺ 𝑦 − 1 = −𝑥 + 1 ⟺ 

𝑦 = −𝑥 + 2 
Ζςτω ω θ γωνία που ςχθματίηει θ (ε) με τον x’x.  

Σότε 0° ≤ 𝜔 ≤ 180° 

𝜀𝜑𝜔 = −1 ⟹ 𝜀𝜑𝜔 = 𝜀𝜑135° 

 
Γ3. Η 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςτο 𝑥 = 1 άρα θ 𝑓 είναι ςυνεχισ ςτο 𝑥 = 1. 
Αν 𝑥 < 1, 𝑓 ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχών.  
Αν 𝑥 > 1, 𝑓 ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχών. 
Άρα 𝑓 ςυνεχισ ςτο ℝ. 
 
Αν 𝑥 < 1, 𝑓 παραγωγίςιμθ με𝑓 ′ 𝑥 = 2𝑥 − 3 

Λφνω𝑓 ′ 𝑥 = 0
3

2 3 0 2 3
2

x x x        απορρίπτεται. 

Αν 𝑥 > 1, θ 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ με 𝑓 ′ 𝑥 =
2

1
0

x
   

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓 ςυνεχισ 
 
Άρα, θ 𝑓 είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο ℝ :1 1f   

𝑓 ςυνεχισ και γνθςίωσ φκίνουςα, άρα 𝑓 𝐴 =  lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
 

 

lim ( )
x

f x


=
1

lim 0
x x

  

 2 2lim ( ) lim 3 3 lim
x x x

f x x x x
  

       

𝑓 𝐴 = (0, +∞) 
 
Γ4.Λφνω  −𝑥 + 𝑧 = 0 ⟹ 𝑥 = 𝑧 

𝑥 −∞                                         1                                        + ∞ 
2𝑥 − 3 −  

−
1

𝑥2
 

 − 

𝑓′(𝑥) − − 
𝑓(𝑥) 

 

⟹ 𝜔 = 135° 
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H𝑓 είναι ςυνεχισ ςτο [1, 𝑒],𝑓 𝑥 > 0 άρα 

𝛦 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 −  𝐴𝐵𝛤 
𝑒

1

=  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 −
1

2
 𝛤𝛣  𝛤𝛢 

𝑒

1

=  
1

𝑥
𝑑𝑥 −

1

2
∙ 1 ∙ 1 = [𝑙𝑛𝑥]1

𝑒 −
1

2

𝑒

1

= 𝑙𝑛𝑒 − 𝑙𝑛1 −
1

2
=

1

2
 𝜏. 𝜇. 

 
 
ΘΕΜΑ Δ  

Δ1. Ζςτω 𝑔 𝑥 =
𝑓 𝑥 −2𝑥

𝑥−1
.  

Σότε lim
𝑥⟶1

𝑔 𝑥 = 𝑙 ∈ ℝ.  

Είναι 𝑔 𝑥 ∙  𝑥 − 1 = 𝑓 𝑥 − 2𝑥 ⟺ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∙  𝑥 − 1 + 2𝑥. 
Άρα lim

𝑥⟶1
𝑓 𝑥 = lim

𝑥⟶1
 𝑔 𝑥 ∙  𝑥 − 1 + 2𝑥 = 𝑙 ∙ 0 + 2 = 2 

Όμωσ lim
𝑥⟶1

𝑓 𝑥 = lim
𝑥⟶1

 ln 2 − 𝑥 −
1

𝑥
+ 𝜅 = 𝑙𝑛1 − 1 + 𝜅 = 𝜅 − 1. 

Άρα 𝜅 − 1 = 2 ⟹ 𝜅 = 3 

Άρα 𝑓 𝑥 = ln 2 − 𝑥 −
1

𝑥
+ 3, 𝑥 ∈ (0, 2). 

 
Δ2. Η 𝑓 ςυνεχισ ςτο (0,2) ωσ πράξεισ ςυνεχών,θ 𝑓 παραγωγίςιμθ με  

𝑓 ′ 𝑥 =
1

2 − 𝑥
∙  −1 +

1

𝑥2
=  

1

𝑥 − 2
+

1

𝑥2
=

𝑥2

𝑥2 𝑥 − 2 
+

𝑥 − 2

𝑥2 𝑥 − 2 
=

𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2 𝑥 − 2 
 

Λφνω 𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⟺
𝑥2+𝑥−2

𝑥2 𝑥−2 
= 0 ⟺ 𝑥2 + 𝑥 − 2 = 0 ⟺ 𝑥=1

𝛥𝜀𝜅𝜏𝜂
 ή 𝑥=−2

𝛢𝜋𝜊𝜌𝜌 ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄
 

 

𝑥 −∞                0                       1                        2 + ∞ 
𝑥2 + 𝑥 − 2  − +  

𝑥2 + + 
𝑥 − 2 − − 
𝑓′(𝑥) + − 
𝑓(𝑥)    

 

 

΢το 𝛢1 =  0,1 θ 𝑓 ςυνεχισ και γνθςίωσ αφξουςα άρα 

𝑓 𝐴1 = ( lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 , 𝑓 1 ] 

𝑓 1 = 𝑙𝑛1 − 1 + 3 = 2 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 2 − 𝑥 −
1

𝑥
+ 3 = −∞ 

γιατί lim𝑥→0+(−
1

𝑥
)

𝑎

0
=
−∞ 

Άρα 𝑓 𝐴1 = (−∞, 2]. 
0𝜖𝑓 𝛥1 . ΢υνεπώσ υπάρχει 𝑥1𝜖 0,1  ώςτε 𝑓 𝑥1 = 0. 

Σ.Μ 
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Επειδι 𝑓 γνθςίωσ αφξουςα ςτο 𝐴1.  
Άρα 𝑥1 είναι μοναδικό ςτο 𝐴1.  
 
΢το 𝐴2 =  1,2 : 𝑓ςυνεχισ και φκίνουςα, άρα 
𝑓 𝐴2 = ( lim

𝑥→2−
𝑓(𝑥) , lim𝑥→1+ 𝑓(𝑥))  

 
lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)  =     𝑓 1 = 2 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→2−

 ln 2 − 𝑥 − 
1

2
+ 3 =  −∞ 

γιατί    lim𝑥→2− ln(2 − 𝑥) = 𝑙 

κζτω u =  2 –  x      με     𝑢0 =  lim𝑥→2−(2 − 𝑥) =  0+ 
Άρα, 𝑙 = lim

𝑢→0+
ln 𝑢 =  −∞ 

Οπότε, 𝑓 𝐴2 = (−∞, 2) 
0 ∈ 𝑓 𝐴2 ⟹ 𝛶𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄   𝑥2 ∈  1,2   ώ𝜍𝜏𝜀 𝑓 𝑥2 = 0. 
𝑥2μοναδικό γιατί 𝑓φθίνουσα στο A2 

𝑓  
1

3
 = ln  2 − 

1

3
 − 

1
1

3

 + 3 = ln
5

3
 

 

 Ζςτω  𝑥1  ≥  
1

3
 ⟺ 𝑓 𝑥1 ≥ 𝑓  

1

3
 ⟺ 0 ≥  ln

5

3
   Ά𝜏𝜊𝜋𝜊 

Άρα   𝑥1 <
1

3
 . 

 
Δ3. 

1)Η 𝑓 ςυνεχισ ςτο  𝑥1,
1

3
  

2) Η 𝑓παραγωγίςιμθ ςτο  𝑥1,
1

3
  

Από ΘΜΣ υπάρχει 1 τουλάχιςτον ξ∈ 𝑥1,
1

3
  ώςτε 

1

1
1 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) 3 ( )

3 3 3'( )
1 1 1 3

3 3

f x f f f

f
x

x x


 

  


 

 

𝑓 ′ςυνεχισ ςτο (0,2) ωσ πράξεισ ςυνεχών  

𝑓′ παραγωγίςιμθ με𝑓 ′′  𝑥 = −
1

 𝑥−2 2 −
2

𝑥3 < 0άρα𝑓′′ γνθςίωσ φκίνουςα. Άρα, 

𝑓′γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0,2) ' :1 1f      μοναδικό. 

 
Δ4.  

i. 

   
'( ) ( )

'( ) '( ) ( ) ' ( ) '
'( ) ( )

F x f x
F x G x F x G x

G x f x

 
   

   
Οι ςυναρτιςεισ 𝐹(𝑥)και 𝐺(𝑥)είναι ςυνεχείσ ςτο (0,2) άρα υπάρχει ςτακερά 𝑐 ∈

ℝώςτε𝐹 𝑥 = 𝐺 𝑥 + 𝑐 

Για 𝑥 = 𝑥1: 1 1 1( ) ( ) ( )F x G x c G x c     

Άρα, 𝐹 𝑥 = 𝐺 𝑥 − 𝐺(𝑥1) 

Για 𝑥 = 𝑥2: 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0F x G x G x G x F x      

 

fςυν. 

f  
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ii. 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 0x F x x G x x x x x F x x G x x x x         
 

Ζςτω 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 2K x x F x x G x x x x     , x∈(0,2). 

1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( )K x x F x x G x x x x x G x x x         

1 2 0x x  γιατί𝑥1 < 1 < 𝑥2. 

ΗG είναιςυνεχισ ςτο (0,2) 
Η Gείναι παραγωγίςιμθ με 𝐺 ′ 𝑥 = 𝑓(𝑥). 
Για τθν 𝑓:  

Αν0 < 𝑥 ≤ 1:
1 1( ) 0 ( ) 0

f f

x x f x x x f x      
 

 

Αν 1 2:x 
2 2( ) 0 ( ) 0

f f

x x f x x x f x      
 

 

 

 
Άρα, F, Gγνθςίωσφκίνουςεσ ςτο (0,x1] 
F, Gγνθςίωσ αφξουςεσ ςτο *x1,x2] 
F, Gγνθςίωσ φκίνουςεσ ςτο *x2,2) 

1

1 2 1 2 2 1

2

( ) 0
( ) ( ) ( ) 0

0

G G x
x x G x G x x G x

x

 
     

 



    άρα, Κ(x1)<0 

𝛫 𝑥2 = 𝑥1𝐹(𝑥2) + 𝑥2𝐺 𝑥2 − 𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥2 + 𝑥1𝐹 𝑥2 = 𝑥2 − 𝑥1 + 𝑥1𝐹(𝑥2) 
 

𝑥1 < 𝑥2

 𝐹

⟺
  𝐹 𝑥1 < 𝐹 𝑥2 ⟹ 𝐹 𝑥2 > 0   𝑥1𝐹(𝑥2) > 0 

𝑥1 > 0𝑥2 − 𝑥1 > 0 

 

Άρα 𝛫 𝑥1 𝛫 𝑥2 < 0. 

Επίςθσ, θ Κ είναι ςυνεχισ ςτο  𝑥1, 𝑥2  ωσ πράξεισ ςυνεχών. 
Από Θεώρθμα Bolzanoυπάρχει 1 τουλάχιςτον 𝑥0𝜖 𝑥1 , 𝑥2   ώςτε 𝛫 𝑥0 = 0 

 

HΚείναιςυνεχισ ςτο (0,2) ωσ πράξεισ ςυνεχών και παραγωγίςιμθ με  

𝛫′ 𝑥 = 𝑥1𝑓 𝑥 + 𝑥2𝑓 𝑥 + 2 > 0 για 𝑥 𝜖 𝑥1 , 𝑥2  , γιατί 𝑓 𝑥 > 0 και 𝑥1 , 𝑥2 >  0 

Άρα Κ  ςτο  𝑥1 , 𝑥2 . 

Άρα 𝑥0 μοναδικό. 

 
Επιμζλεια: Αραμπατηισ Φίλιπποσ, Γεωργιάδου Λεία, Δαμκαλι Μαριλζνα, Καρρά 
Θεοδώρα, Λιπορδζηθ Μάρκα, Μπαξεβανίδθσ Δοξάκθσ, ΢ουλτανίδου Κικι, 
΢τοφρου Μαρία 
 

Ευχόμαςτε καλά αποτελζςματα! 
 

𝑥 −∞                0                       𝑥1                      1                   𝑥2                 2 + ∞ 
𝑓(𝑥)  − + + −  

 𝐹 𝑥 , 𝐺(𝑥)    

𝐾 𝑥2 > 0 ⟹ ⟹  


